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EINLEITUNG 
Burch und Kohn haben in [4] bzw. [7] folgendes bewiesen: R sei ein 
kommutativer noetherscher Ring und n eine natiirliche Zahl, die homologische 
Dimension eines torsionslosen R-Moduls ist; dann existiert ein von hiichstens 
drei Elementen erzeugtes Ideal in R, dessen homologische Dimension gleich 
n ist. Buchsbaum und Eisenbud [3, p. 135, Conjecture, vgl. such Theorem 7.21 
vermuten sogar, ‘jede” endliche freie Auf&sung sei freie Auflijsung eines 
solchen Ideals. Wir wollen diese Vermutung im Rahmen des folgenden 
allgemeineren Resultats beweisen: 
sei eine projektive AuiIijsung von M, F, ein freier R-Modul und M ein 
m-torsionsloser R-Modul (oder zquivalent: ein m-ter Syzygienmodul), der 
einen Rang be&t, ferner sei r := rang Bild &+i; dann existieren Homo- 
morphismen 
cz~m + RN”, fm: R”+m .+ Rzm-1, fj: Rzj+l --f RZ+-l, j = I,..., m - 1 
derart, da13 mit fk+l := c 0 fm+l die Sequenz 
fen , R%-1 + . . . + R5 __L fp R3fi+ R 
exakt ist (Satz 3). Fiir m = 2 (und freie Moduln F* , k = 2,..., n) ist dies die 
Vermutung von Buchsbaum und Eisenbud. 
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Aus dem soeben genannten Ergebnis folgt: Jede nattirliche Zahl, die 
homologische Dimension eines m-torsionslosen R-Moduls sein kann, ist 
homologische Dimension eines von hiichstens 2m + 1 Elementen erzeugten 
m-torsionslosen R-Moduls des Ranges m (Korollar zu Satz 3). 
Die Konstruktion von c und der fi (Korollar 1 zu Satz 2) gelingt mit 
folgendem SchluB (Satz 2): 1st M ein m-torsionsloser R-Modul endlicher 
homologischer Dimension, der einen Rang Y > m besitzt und g: Rn + M 
ein Epimorphismus, so existiert ein Basiselement x E R", fiir das M/Rg(x) 
m-torsionslos und vom Rang Y - I ist. Letzteres hangt einzig davon ab, 
ob g(x) fur jedes Primideal p von R, bei dem die homologische Kodimension 
(Tiefe) von R, hachstens m betragt, in eine Basis des (fur solche Primideale) 
freien R,-Moduls Mr, aufgenommen werden kann. Aussagen iiber die 
Existenz solcher Elemente x E Rn, allerdings in Abhangigkeit von der 
Krulldimension der Ringe R/p, haben Eisenbud und Evans in [S, Theorem A] 
gemacht. Wit beweisen ein Analogon, in dem an die Stelle der Krulldimension 
von R/p die Differenz zwischen m und der homologischen Kodimension 
von R, tritt (Satz 1). 
Man kann bei der im vorhergehenden Absatz genannten Aussage die 
Voraussetzung iiber die homologische Dimension von M ersetzen durch die 
Forderung nach Regularitat der Ringe R, , deren homologische Kodimension 
2 m ist. Fiir solche Ringe R erhalt man als Verallgemeinerung eines Theo- 
rems von Bourbaki [2, p. 76, Theo&me 61: Ein m-torsionsloser R-Modul, 
der einen Rang 2 m besitzt, ist Erweiterung eines m-torsionslosen R-Moduls 
des Ranges m durch einen freien R-Modul (Korollar 2 zu Satz 2). 
Wir erlautern nun einige der verwendeten Begriffe und Bezeichnungen. 
R ist stets ein kommutativer noetherscher Ring, alle vorkommenden 
R-Moduln n/r, N,... sind endliche erzeugt. Sei Q(R) der totale Quotientenring 
von R. 1st M OR Q(R) ein freier Q(R)-Modul, so heil3t die Anzahl der 
Elemente einer Basis von IM OR Q(R) der Rang von ikl, abgektirzt rang M; 
wichtig ist: Besitzen zwei der R-Moduln in einer kurzen exakten Sequenz 
einen Rang, so hat such der dritte einen Rang (vgl. [9, $61). Die homologische 
Dimension von M iiber R notieren wir mit dh M, die homologische Ko- 
dimension mit codh M und bei lokalem R mit p(M) die wohlbestimmte 
Anzahl der Elemente eines minimalen Erzeugendensystem von h4. Ass(M) 
ist die (endliche) Menge der zu M assoziierten Primideale. Den Grad eines 
Ideals a (beziiglich R) bezeichnen wir mit grad a; es gilt grad a = 
min{codh R, 1 p 3 a}. Der Bequemlichkeit halber fiihren wir noch folgende 
Bezeichnung ein: & ist die Menge derjenigen Primideale p von R, fur die 
codh R, 5 n ist. 
Wir wollen auf den Begriff “m-torsionslos” etwas ausftihrlicher eingehen. 
Fr -F, + M + 0 sei eine projektive Darstellung von M und D(M) der 
Kokern des Duals des Homomorphismus Fi +F, . Ext,i(D(M), R) hangt 
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fur i 2 1 nur von M ab. Deshalb ist es sinnvoll zu sagen, M sei m-torsionslos, 
wenn Extai(O(M), R) = 0 ist fur i = l,..., m [l]. Diese Namensgebung 
beruht darauf, dal3 Ext,l(D(M), R) Kern und ExtR2(D(M), R) Kokern des 
nattirlichen Homomorphismus von M in sein Bidual ist. M ist also l-torsions- 
10s (2-torsionslos), wenn M im iiblichen Sinne torsionslos (reflexiv) ist. 
Bei dh M < co la& sich m-Torsionslosigkeit such durch andere Aussagen 
beschreiben; es sind dann aquivalent [ 1, Theorem (4.25)]: 
(a,) Jede R-Primfolge aus hijchstens m Elementen ist eine M-Prim- 
folge (bei m = 1: M ist torsion&i), 
(bm) codh Mp 2 min(m, codh R& fur alle Primideale p von R, 
(sm) M ist ein m-ter Syxygienmodul, d.h. es gibt eine exakte Sequenz 
O+M+P,+P,,-,+ ... + PI mit projektiven R-Moduln Pi , 
(tm) M is m-torsionslos. 
Diese Eigenschaften von M sind unabhgngig von dh M such dann 
aquivalent, wenn fiir alle Primideale p E CC,-, die Lokalisierung R, ein 
Gorensteinring ist [6, Satz 4.61; R wird dann als m-Gorensteinring bezeichnet. 
Im Rahmen unserer Untersuchungen sind als m-Gorensteinringe nur solche 
Ringe von Interesse, bei denen die Ringe R, , p E CC,,-, , sogar regulare lokale 
Ringe sind. 
Zur Formulierung von Satz 1 verwenden wir den Begriff “s-basisch”: 
Ein Untermodul M’ von M he& s-bus&h (in M) bei dem Primideal p, 
wenn p(M/M’), 5 p(MJ - s ist. x E M heif3t basisch (in M) bei p, wenn 
Rx 1-basisch in M bei p ist. Beim Beweis von Satz 1 ist wichtig, da8 sich die 
Menge der Primideale von R, fur die p(M& > n ist, als Varietat eines Ideals 
von R beschreiben la&: I,(M) sei die Summe der Annullatorideale von M 
nach seinen von hijchstens 71 Elementen erzeugten Untermoduln; dann ist 
p(MJ > n Pquivalent zu p r> I,(M). 
1. ZUR EXISTENZ BASISCHER ELEMENTE 
Grundlage unserer Untersuchungen ist der in diesem Abschnitt bewiesene 
Satz 1. Er garantiert (unter gewissen Voraussetzungen) die Existenz eines 
bei allen p E CX, basischen Elementes y in M, das wir benotigen, urn von 
einem m-torsionslosen R-Modul M zu einem m-torsionslosen R-Modul 
M/Ry ubergehen zu kiinnen. Satz 1 ist ein Analogon zu [5, Theorem A]: 
wir ersetzen darin die Krulldimension von R/p durch eine unseren Anwen- 
dungen angepal3te Invariante von p (zu den aul3erdem vorgenommenen 
Spezialisierungen vgl. man die Anmerkung 1 am Ende des Beweises von 
Satz 1). Dabei ist eine zusatzliche Voraussetzung tiber M in Kauf zu nehmen: 
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SATZ 1. M sei ein R-Mod& und n 2 0 eine natiirliche Zahl derart, dap 
fiir Primideale p, q E 6, aus codh R, > codh R, stets p(MJ 2 p(MJ folgt. 
Dann gilt: 
(1) Ist p(M,) > n fiir alle Primideale p E C:, , so existiert ein x E M, 
das bei allen p E CC, basisch in Mist. 
(2) Seien x1 ,..., xk E M, k 2 1 und M’ := &, Rx,. Wenn M’ bei 
allen p E 6, min(k, n + 1 -codh R,)-basisch ist in M, existiert ein X' E &, Rxi 
derart, daJ x1 + x’ bei allen p E 6, in M basisch ist. 
Wir kijnnen den Beweis von [5, Theorem A] weitgehend iibernehmen, 
haben jedoch die Anwendung von [5, Lemma 41 durch eine andere SchluB- 
weise zu ersetzen: 
HILFSSATZ. a sei ein Ideal von R. Dann exist&en nur adlich viele Prim- 
ideale p 3 a mit codh R, = grad Q. 
Beweis. Der Fall a = R ist trivial. Im anderen Fall sei xi ,..., x, , 
n = grad a, eine in a enthaltene R-Primfolge. Fiir jedes p r) a ist x1 ,..., x, 
such eine Rp-Primfolge und es gilt bei codh R, = n: 
codh(R/Rx, + ... + Rx,), = codh RPIRPxl + a.. + Rpx, = 0. 
Mithin ist p E Ass(R/Rx, + ... + Rx,). Ass(R/Rx, + **= + Rx,) ist eine 
endliche Menge. 
Beweis des Satzes 1. (1) folgt aus (2), wenn man xi ,..., xg als irgendein 
Erzeugendensystem von M wahlt. (2) wird durch Induktion iiber k bewiesen. 
Der Fall k = 1 ist trivial. Es geniigt also, bei k > 1 zu zeigen, daB a, ,..., 
a,-, E R existieren, fur die gilt: M” := R(x, + alxlc) + Cfii R(xi + a,xJ 
ist min(k - 1, n + 1 - codh R&basisch in M bei allen p E 6, . 
Wir zeigen zunachst, da8 es nur endlich viele p E CT, gibt, bei denen M’ 
nicht min(k, n + 2 - codh RJ-basisch ist, bei denen also 
p(M/M’), > p(Mp) - min(k, n + 2 - codh R,) 
ist. Es gentigt, dies fiir festes t := codh R, und festes s := p(Mp) - 
min(k, n + 2 - t) zu beweisen, da fiir s und t nur endlich viele Werte in 
Frage kommen. Fiir jedes q E CCn mit codh R, < t erhalten wir die Ab- 
schatzung 
&M/M’), 5 p(MJ - min(k, n + 1 - codh RJ 
5 p(MJ - min(k, n + 2 - t) 
5 s, 
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denn fiir alle p E &, mit codh R, = t hat man nach Voraussetzung t.~(i$) 2 
p(M,). Mithin umfaBt q das Ideal 1,(44/M’) nicht, und es ergibt sich 
grad 1,(&Z/M’) 2 t. Bei grad I,(M/M’) > t existiert iiberhaupt kein Prim- 
ideal p, codh R, = t, in dem I,(M/M’) enthalten ist, bei grad I,(M/M’) = t 
aber such nur endlich viele, wie der obige Hilfssatz zeigt. 
Sei nun E die endliche Menge derjenigen p E a,, bei denen M’ nicht 
min(k, n + 2 - codh R,)-basisch in M ist. Nach [5, Lemma 31 existieren 
a, ,..., ukpl E R derart, daI3 M” := R(x, + ulxlc) + ~~~~ R(xd + aixl,) bei 
allen p E E min(K - 1, n + 1 - codh R,)-basisch ist. Bei allen p E (X:, - E 
gilt letzteres ohnehin, unabhgngig von der Wahl der a, ,..., a,-, . 
Anmerkungen. (1) Man kann die Aussage und den Beweis von Satz 1 
unmittelbar auf die in [5, Theorem A] betrachtete allgemeinere Situation 
iibertragen: R ist ein kommutativer noetherscher Ring, A eine nicht notwendig 
kommutative R-Algebra, die als R-Modul endlich erzeugt ist, und M ein 
endlich erzeugter A-Modul. Man hat lediglich bei den vorkommenden 
Moduln N iiberall p(Np) durch p(Ap , ND) und I,(N) durch I,(A, N) zu 
ersetzen (zu den Bezeichnungen vgl. [5]). W ir k iinnen natiirlich nicht auf die 
Forderung verzichten, R m6ge noethersch sein. AuBerdem 1ZBt sich Teil (2) 
von Satz 1 analog zu [5, Theorem A, (iib)] in der Weise verallgemeinern, da0 
man verlangt, fiir das Element a E A sei (a, x1) basisch in A @ M bei allen 
PEG&> und dann ein basisches Element der Form x1 + (IX’, x’ E &, Axi 
bekommt . 
(2) ilhnlich wie in [5] lassen sich eine Reihe von Folgerungen zu 
Satz 1 angeben, die slmtlich Analoga zu Korollaren von [5, Theorem A] 
sind. Das folgende Beispiel, es entspricht dem Theorem von Serre, mag 
zeigen, wie diese Folgerungen in Anlehnung an [5] zu formulieren sind: 
P sei ein projektiver R-Modul, der einen Rung > max(codh R, j p Primideal 
von R} besitzt; dann spultet P eintm freien direkten Summunden des Ranges 1 ub. 
(Zum Beweis vgl. man [5, Corollary 11; die Voraussetzungen von Satz 1 sind 
erfiillt, da P einen Rang besitzt.) 
2. DIE REDUKTION DES RANGES m-TORSIONSLOSER MODULN 
In diesem Abschnitt zeigen wir, wie ein m-torsionsloser R-Modul eines 
Ranges > m durch einen m-torsionslosen R-Modul des Ranges m in ge- 
eigneter Weise “ersetzt” werden kann. 
SATZ 2. M sei ein m-torsionsloser R-Modul mit einem Rang r 2 m. Es sei 
dh M < 00 oder R, reguliirer lokaler Ring fiir alle p E Cm , ferner g: R* --+ M 
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ein Epimorphismus, e, ,..., e,eineBasisvonR”unds:=n-rv+m+.Dann 
existieren Elemente x, ,..., x, E R”, die folgenden Bedingungen geniigen: 
(1) el ,..., e,-, , x, ,..., x, ist eine Basis von Rn, 
(2) g(xJ,... , g(x,J sind linear unabhangige Elemente von M, 
(3) M’ := M/C:=, Rg(x,) ist m-torsionslos und vom Rang m, 
(4) der natiirliche Epimorphismus p: Rn + F := Rnj~~=, Rxi bildet 
Kern g isomorph auf den Kern des von g induzierten Epimorphismus 
g’: F -+ M’ ab. 
Beweis. Wir fiihren einen Induktionsbeweis. Im fall r = m ist nichts zu 
beweisen, und bei r > m geniigt est, die Existenz eines x E R” nachzuweisen, 
das folgenden Anforderungen geniigt: 
(1’) e, ,.. . , em-, , x ist eine Basis vor Rn, 
(2’) g(x) ist linear unabhangig, 
(3’) M” := M/Rg(x) ist m-torsionslos und rang M” = r - 1, 
(4’) der nattirliche Epimorphismus p’: Rn + Rn/Rx bildet Kerng 
isomorph auf den Kern des von g induzierten Epimorphismus g”: RnIRx + 
M” ab. 
Die Ungleichung r > m impliziert p(MP) > m fur alle Primideale p von R. 
Nach Voraussetzung iiber M bzw. R ist dh MP < co fiir alle p E 6, , sogar 
dh MP = 0, denn bei p E 6, hat man wegen der Eigenschaft (b,) m-torsions- 
loser R-Moduln (vgl. Einleitung) codh M, = codh R, . MP ist also frei fur 
alle p E 0, . Da M den Rang r besitzt, ist p(MP) = p(M,J = r fur alle 
p, q E a;, . Die Elemente g(e,) ,..., g(e,J erzeugen M, und so existieren nach 
Sat2 1, (2) a, ,..., a,-, E R derart, daB, wenn x := e, + I:=;’ aiei gesetzt 
wird, g(x) nicht in pMP liegt bei allen p E 6, . 
Es ist Mar, dal3 mit dieser Wahl von x (1’) erfiillt ist. Da g(x) fur alle 
PEG, speziell fur alle p E Ass(R) in eine Basis des freien Rr,-Moduls MP 
aufgenommen werden kann, ist Mi ein freier Rp-Modul fiir diese Primideale p 
und g(x) ein linear unabhangiges Element von M. Mithin gilt (2’). 
1st P $ G7L , also codh RP > m, so ergibt sich aus der exakten Sequenz 
0 --+ R,g(x) ---f MP -+ M;; + 0 
mit codh R,g(x) = codh R, > m und codh MP 2 m such codh M; 2 m, 
insgesamt codh MG 2 min(m, codh RJ fiir alle Primideale p von R. Da M” 
endliche homologische Dimension hat oder R m-Gorensteinring ist, folgt 
hieraus, da0 M” m-torsionslos ist. Aus (2’) folgt rang M” = r - 1. 
Es bleibt (4’) zu beweisen. Elementare Uberlegungen zeigen, da13 p’ den 
Kern von g auf Kern g” abbildet. Nun ist aber rang Kern g = rang Kern g” 
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und deshalb Kern( p’ j Kerng) ein torsionsfreier R-Modul des Ranges 0, 
mithin der Nullmodul. 
Anmerkung. Schwacht man die Voraussetzungen von Satz 2 soweit ab, 
dal3 Satz 1 gerade noch anwendbar bleibt, erhalt man etwa folgende Aussage: 
M sei ein R-MO&I derart, daJ Mp fni ist bei p E 6, und p(MJ 2 p(M,-,) aus 
codh R, > codh R, fiir p, q E &,,, folgt; weiterhin sei 
Y := min{p(M,) / q E Ass(R)} 2 m, 
g, el ,..., e, , s seien Erie in Satz 2. Dann existieren Elemente x, ,..., x, E Rn mit 
den Eigenschaften (l), (2), und (4) von Satx 2, fiir die (an Stelle von (3)) gilt: 
(M/x:= s Rg(xi))p ist frei bei p E 6, , und es gibt ein q in Ass(R) mit 
(Der Beweis besteht wie der von Satz 2 in einer Induktion iiber Y, wobei 
Satz I den InduktionsschluD sichert; lediglich bei (4) muR man etwas 
subtiler argumentieren: Ein R-Homomorphismus f : N + N’, N torsionsfrei, 
ist genau dann injektiv, wenn fur alle q E Ass(R)f 8s R, injektiv ist.) 
Das folgende Korollar zeigt, daR man unter den leicht abgeschwachten 
Voraussetzungen von Satz 2 iiber M bzw, R die projektiven Mod& in einer 
exakten Sequenz 
O+M-+P,+...+P1 
recht speziell wahlen kann: 
KOROLLAR 1. M sei ein m-torsionsloser R-Modul, m 2 2, der einen Rang Y 
be&t. Es sei dh M < co ode-r R, reguliirer lokaler Ring fiir alle p E CCrnW1 . 
Dann existiert eine exakte Sequent 
0 + M -$ R*+m-1 _tR2m--3.+R2m-5+ . ..e+R3+Rl. 
M besitzt also insbesondere eine Einbettung f: M -+ R’++l, bei der Kokern 
f (m - 1)-torsionslos ist, und ist (m - I)-ter Syzygienmodul eines Ideals von R; 
dieses l@t sich bei m > 2 von drei, bei m = 2 von Y + 1 Elementen erzeugen. 
Beweis. Die projektiven Moduln in der unter Eigenschaft (sm) m-torsions- 
loser R-.Moduln angegebenen exakten Sequenz lassen sich sicher als freie 
Moduln wahlen, so dal3 iiberhaupt eine exakte Sequenz 
O-+M+F-+N-+O 
existiert, bei der F frei und N (m - l)-torsionslos ist. Mit M besitzt such N 
einen Rang und ist von endlicher homologischer Dimension, wenn dies auf 
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M zutrifft. Durch Anwendung von Satz 2 auf den Epimorphismus F - N 
ergibt sich im Falle rangF 2 Y + m - 1 eine exakte Sequenz 
O-tM+F’-tN’+O, 
bei der N’ (m - 1)-torsionslos und vom Rang m - 1, F’ mithin isomorph zu 
Rr++l ist. Im anderen Fall erh%lt man diese exakte Sequenz durch Anfiigen 
eines freien direkten Summanden des richtigen Ranges an F. 
Die soeben fiir A4 angestellten ifberlegungen ergeben bei Anwendung 
auf N’ eine exakte Sequenz 
bei der N” (m - 2)-torsionslos ist usw. 
Einen Spezialfall von Satz 2 wollen wir noch hervorheben, da er eine 
Verallgemeinerung eines Theorems von Bourbaki ist [2, p. 76, Theo&me 61. 
Bourbaki beweist den Fall m = 1 (unter der zusltzlichen Voraussetzung, da8 
R nullteilerfrei ist.) 
KOROLLAR 2. Die Lokalisierungen R, fiir p E CC;, se&t reguliire lokale Ringe, 
M ein m-torsionsloser R-Modul, der &en Rang 2 m besitzt. Dann exist&t 
ein freier Untermodul F van M, fiir den M/F m-torsionslos und vom Rang m ist. 
3. EMBER DIE FORTSETZBARKEIT GEWISSER PROJEKTIVER ATJFL~SUNGEN 
zu AUFL~SUNGEN VON IDEALEN, DIE VON DREI 
ELEMENTEN ERZEUGT WERDEN 
Wir kiinnen nun ohne Miihe das in der Einleitung bereits zitierte Resultat 
beweisen: 
SATZ 3. Sei M e-in m-torsionsloser R-Modul, der einen Rang be&t, und 
f7l f ?lt+1 g OjF,-F,_,-t...-tF,,,-F,- M+O 
eine projektive AuJliisung van M, n > m 2 1, F,,, ein freier R-Modul und 
r : = rang Bild fm+l . Dann existieren Homomorphismen c: F, + RC+, fnl: 
Rr+m -+ R2m-l, fj: R2i+l -+ Rzf-l, j = l,..., m - 1, derart, daJ mit fA,l := 
c 0 fmwl die Sequenz 
fvz f WI+!2 O-+F,-F,-,~‘.‘-,F,,,----tF,,, fit+, -+ Rr+” 
exakt ist. 
fez fm-1 fl ,R2m-1 ,R2m--8,...+R3 ,R 
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Beweis. 1st u : = rangl”, 4 r + m, so wahlen wir c als die Einbettung 
F,n --+ F, @ Rr+m-u. Sicher ist in diesem Fall 
fez f VI+2 O-tF,~F,_,-+...-tF,,,-F,,,~ “+’ Rr+m 
exakt und Kokern fA+r m-torsionslos-und vom Rang m. 
Bei u > Y + m existieren nach Satz 2 Basiselemente x, ,..., x, , s : = 
r + m + 1, von F,,, , fiir die M’ := M/(Rg(xs) + 3.. + Rg(xJ) m-torsionslos 
und vom Rang m ist die tiberdies der nattirliche Epimorphismus c: F, + 
FmI(Rx, + ... + Rx,) z RTim eine exakte Sequenz 0 + Bildf,,, z 
Kokern fm+z -+ Rr+m -+ 1M’ --f 0 induziert. Damit hat such in diesem Fall 
f&+l die gewiinschten Eigenschaften. Nun liefert das Korollar 1 zu Satz 2 die 
Homomorphismen fi, i = I ,..., m. ’ 
Anmerkurrgen. (1) Falls die Lokalisierungen R, , p E (I;, , regulare 
lokale Ringe sind, gilt Satz 3 such fiir nicht endliche Auflosungen (vgl. Satz 2 
und Korollar 1). 
(2) Es wtirde geniigen, Satz 3 fiir den Fall zu beweisen, in dem die 
Moduln Fnpl ,..., F, frei sind und F, projektiv von wohldefinierten Rang ist, 
denn 1M hat eine solche Auflosung. Wenn umgekehrt eine Au&sung dieser 
Art gegeben ist, besitzt M automatisch einen Rang. 
(3) Sind siimtliche Fi freie Moduln, so ist M genau dann m-torsionslos, 
wenn das Ideal I(fi) fiir j = m + I,..., n einen Grad 2 j hat (zu dieser 
Bezeichnung vgl. man [3]; I(fj) ist das (rang KokernfJ-te Fittingideal von 
Kokern fi). Dies folgt unmittelbar aus der m-torsionslosen R-Moduln 
endlicher homologischer Dimension kennzeichnenden Eigenschaft (b,) 
(vgl. Einleitung). 
(4) Bei Satz 2 (und seinen Korollaren) ist m stets die untere Grenze fur 
den Rang der konstruierten m-torsionslosen R-Moduln. Wir vermuten, daD 
der Grund hierfiir nicht in der verwendeten Beweismethode zu suchen ist, 
sondern da8 vielmehr keine nicht projektiven m-torsionslosen R-Mod&i 
endlicher homologischer Dimension und eines Ranges < m existieren. Dies 
gilt jedenfalls bei m s 2 oder dh M 5 1. Beim Beweis geniigt es, lokale 
Ringe R zu betrachten. Der Fall m = 1 ist trivial. Ein 1-torsionsloser, erst 
recht ein 2-torsionsloser R-Modul des Ranges 1 ist isomorph zu einem 
Ideal a von R, das unter den gegebenen Voraussetzungen eine endliche 
freie Aufliisung und einen Grad 2 1 hat. Dann aber ist a isomorph zu einem 
Ideal a’ mit grad a’ 1 2 ([8, Corollary 5.61 oder [3, Corollary 5.21). a’ ist 
nicht 2-torsionslos, es sei denn a’ = R. Bei dh M 5 1 gilt die Vermutung 
auf Grund bekannter Absctitzungen tiber den Grad von Determinanten- 
idealen: der Grad des (rang w-ten Fittingideals von M betragt bei nicht 
freiem M hijchstens rang M + 1 (vgl. such [lo, Satz 21). 
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(5) In [3, Theorem 8.11 wird der Spezialfall 71 = 3, m = 2, rangF, == 
rangF, + 2 von Satz 3 hergeleitet. Der dort gegebene Beweis benutzt die in 
[3] entwickelte Strukturtheorie freier Auflosungen. 
Das folgende Korollar besagt, daB jede nattirliche Zahl, die iiberhaupt 
homologische Dimension eines m-torsionslosen R-Mod& sein kann, bereits 
homologische Dimension eines von 2m + 1 Elementen erzeugten m-torsions- 
losen R-Mod& des Ranges m ist. Fiir m = 1 ist dies mit vijllig anderen 
Methoden von Burch [4] und Kohn [7] bewiesen worden. 
KOROLLAR. Es seien s, m 2 1 natiirliche Zahlen derart, daJ0 ein R-Modul N 
mit dh N = s + m exist&. Dann g& es einen m-torsionslosen R-Modul M 
mit dh M = s, der den Rang m besitxt und von hiichstens 2m -+ 1 Elementen 
erzeugt wird. 
Beweis. Sei n := s + m; wegen dh N = n existiert eine R-Primfolge 
x1 )...) x, . Bei s = 1 wahlt man M = R”/R(x, ,..., x,). Im Falle s > 1 
betrachtet man das folgende Teilsttick des zu (x1 ,..., x~) gehijrenden Kosul- 
komplexes: 
fll Q+R-----+R” fn-l ,2 ,j Rn + . . ..s--2.jRn fm+z --d--l A R”. 
Kokern fm+z ist (m + 1)-torsionslos und besitzt einen Rang; sei Y := 
rang Bild fm+z . Nach Satz 3 existieren Homomorphismen fk+* , fm+l , fur die 
f?i frn+s 0 -+ R - R" --f . . . -9-3 A R" .-*s--2 ,j R" 
‘A+, , Rrfmfl fm+l , R2m+l 
exakt und Kokern fm+l m-torsionslos ist. Die Behauptungen iiber Rang und 
Erzeugendenzahl von M sind klar. Bei s = 2 ist fA+2 = fn (es ist ja dann 
rang Kokern fn = m + I), bei s > 2 wird fn durch die Konstruktion von 
f A+s von vornherein nicht bertihrt. Da fa nicht aufspaltet, ist dh M = s. 
Wenn die in Anmerkung 4 zu Satz 3 ausgesprochene Vermutung richtig ist, 
hat ein m-torsionsloser R-Modul endlicher homologischer Dimension, der 
von weniger als 2m + 1 Elementen erzeugt wird, bereits homologische 
Dimension 5 1. (Es geniigt, wieder nur lokale Ringe R zu betrachten; dann 
hat M bei dh M < co einen Rang.) 
Zusatz bei der Korrektur. D. Eisenbud teilte uns mit, die in Anmerkung 4 zu Satz 3 
ausgesprochene Vermutung sei zuerst von P. Hackman in einer (nach unserem 
Wissen) bisher unverijffentlichen Arbeit “Exterior Powers and Homology” aus- 
gesprochen worden (vgl. such [3, p. 1311). Der Referent bat urn einen Hinweis auf 
die Arbeit “Tout ideal premier d’un anneau noethCrien est associ6 B un ideal engendre 
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par trois BlCments” von T. Gulliksen (C. R. Acad. Sci. Paris Ser. A 271 (1970), 
1207-1208). Ihr bereits im Titel genanntes Hauptergebnis folgt unmittelbar aus dem 
Korollar zu Satz 3. 
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